Corrigés des exercices et problémes

Exercices d’application

Pour la fonction exponentielle :

f'x) =fx) et f(0) =1.Ici f’(x) =—f(x),

donc f(x) = —f(x).

Donc pour tout x réel, f(x) = 0. Mais f(0) = 1, ce qui
aboutit a une contradiction.

D’ol f ne peut pas étre égale a la fonction exponen-
tielle.

n Equation d’'une tangente en x=a :
y=@x-a +fla.
Icia=0,f0)=1etf’(0)=f(0)=1.
Douy=x-a)+1<x-y+1=0.

n Equation d’'une tangente en x=a :

y=@x-a +fla.

Icia=1, f(-1) =exp(-1) et f’(-1) = f(-1) = exp(-1).

Dot y = exp(-1)(x + 1) + exp(-1) & y = exp(-1)
(x+2).

m Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 456.
m Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 456.

EEd a. /(-1 =exp(-1), f(0) = 1 et f(1) = exp(1).
exp(l)—exp(-1)
— 5
Si f était égale a la fonction exponentielle, on aurait :

f 1) =exp(-1)
1) flo=1
fM)=exp@)

b. f'(x) = (exp(1) + exp(-1) - 2)x +

~(exp(1)+exp(-1)-2) +w =exp(-1)
D)o exp(l)—zexp(—l) -1
(exp(1)+exp (—1)—2)+w =exp()

exp(1)+5exp(-1)=4
) e exp(l)—exp(-1)=2

exp(l)-exp(-1)=4

Les lignes 1 et 3 donnent :

exp(l) =4 etexp(-1) = 0, ce qui contredit la ligne 2.
f ne peut donc pas étre égale a la fonction exponen-
tielle.

c. Proposition 1 fausse, car f(0) = exp(0) = 1.
Proposition 2 vraie, car f(0) = exp(0) = 1.
Proposition 3 fausse, car il existe trois valeurs pour
lesquelles f(x) = exp(x) : -1, 0 et 1.

m exp(bx-3)=1=5x-3=0x= g

exp(5x-3) =exp(2x® + 1) & 5x -3 =2x> + 1.
Pas de solution.

m exp(x—1exp(x—2) —exp(x—3)exp(x—-4)=0
Sk-D+x-2)=x-3) + (x-4).
Pas de solution.

1
m exp(n-5) = m (1)

(1) & exp(n—-5)exp(n—-7) = exp(0)
e 2n-12=0<n==.

x+y=1

exp (x?)—exp(y*)=0 1
y=1-x —1-
@{ y=1-x

e exp(x2 =exp((17x)2) 0=1-2x

S=1{(0,5;0,5)}.

) 1<exp7-20s0<7-2x
S=]-oc;3,5].

m exp(x? - 4) > exp(x - 2)exp(x —2) (1)
Mext-4>x-2)+x-2) = x2-2x>0.
S=]-00;0[U]2; +ool.

exp(x—-2)<exp(2x)

)

2x <exp(1)
X—2<2x x>-2
1 .
e X< %exp(l) X <%exp(1)

Lensemble des solutions est ]-2; 0,5exp(1)[.
A=exp(34) ; B=exp(=1) ; C= exp(40).

Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 456.

1

A=exp(Ba);B=1; C=exp(-b) = .
exp(b)

A=el®;B=e;C=1.
m Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 456.

n n .
Proposition P, : Hei = ezi:ll.
i=1
Par récurrence
P, est vraie: e! = el.
Si P, est vraie pour n donné, alors :

n+l n

. n . 1.
Flei = Feter - eZhien _ oZhalen _ i
i=1 i=1

Donc P,,,, est vraie.
Donc P, est vraie pour tout entier naturel 7.
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a. e 3=ete 2+l 5x-3=4x+(-2x+1)

<:>x=7§.
2
b. ¥ ¥ zeox2-5x-1=0
5++/29 5-429
= Sy oux= T

a. e -2e +1=0& (e -1)2=0
oef-1=0x=0.

X

b. (€*-1)(e*=2e2 +1)=0 (1)
X 2 X
(1) e -1) [eEJ —2e2+1|=0

X 2
1) & (e-1) [ez —1] =0
(Do e*=1oue?=1ox=0.
Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 456.
m Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 456.
x

1-=
m a. e 5>1<:>1—§>0<:>x<5.

X+ 2

3 X+ 2
b. eX*2zes —
X+ 2

zlexr-x=s0s=xe(0;1].

Pour x # %:

2-x

2— 2-x
7-2x _ € Yed

& 0o el 2z (TN
(§ (§

e

2-x
Sel Tt zls

2—-Xx
=
7-2x

L'ensemble des solutions est |- o ; 2]U }g ; +oo|:.

x_12 2X _9nX
m(ex)ze 2f+1=

e €

e*-2+e™.

En posant X = e* ou X = e, on vérifie en résol-
vant X*> + X + 1 = 0 que les dénominateurs ne s'an-
nulent pas.

—X —X

e —x+1 7x1—xe +e M
o - —X —2Xx
er+ex+1 l+e " +e

ef—x+1 e -—xeP+e
(1)C> 2. = — -2

e*+e'+1 l+e +e*

e x4l e2x(e—x_ xe—2x+ e—Zx)
Do ——F—=

e +te'+1 ezx(l+e’x+e’2x)

X X

e —x+1 e —x+1
1) e =

e +e'+1 eM+e'+l
L'égalité est vraie pour tout réel x.
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e ] e
- (exe; 1) —eXe*-1)
—l-er=1- L.

e

WIS Les dénominateurs ne s’'annulent pas.

b. La factorisation permet de résoudre f(x) = 0.

Le développement permet de déterminer lim f(x).

X—>+o0
Ed a. 0npose- (2e" +5 +1)(2e* - V5 +1)
4(e2x+ 1)
e +1

4(e2"+1)

e -2+e”+1 _ e +e -1
e +1

e?* +1

Le dénominateur ne s’annule pas.
b. La factorisation permet de déterminer le signe
de f(x).

Le développement permet de déterminer lim f(x)
X—+oo

et de montrer que la droite d’équation y = 1 est
asymptote a la courbe en +oo.

(Il faudra encore écrire :
1 2

ex - 2 +1= X —x_ 2x
(ex)2+l (ex)2+l e’ +e e +1

—-X
1.2

[ =-2e>5g )= e,

1
EX] (0 =06x+6)e%; g0 = (—%x—g) 2

m Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 456.

a. Comme fest dérivable et f’(x) = f(x), on sait
que f’ est dérivable.

En dérivant f’(x) = f(x), on obtient :

) =f"x) =fx). cqfd

b. Avec g telle que g(x) = e™, on a g dérivable et
g’ (x) = g(x). Mais, pour tout x, g'(x) # g(x).

41 JE8

X
b. 1l suffit de distribuer e* (1 -3 —j

lim e* — 3x = +oo.
X——oc

@

c. lime*- e =+, car lim - =0.

X—+oo X—>+oc

| =

a. lim f(x) =+oc; lim f(x)=0.
X——o00 X—>+oc

b. lim g(x) =+oo; lim g(x) = +oo.
X—+oc

X——0o0



1-e”

1+2e*

c. lim h(x)= 1 ; lim h(x) =1 car h(x) =
X——o0 2 x—o+too

d. limi(x)=+0c; limi(x)=1
X——o0 X—>+o0
2x

. T 2x
cari(x)= ——€ .
1+4e "+ 4e"

Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 456.

a. %, b.%. c €. d .
B a<¢, b6 cb. d e,

A9 a. lim f(x) =+ et lim f(x)=1.
X——00 X—>+00
1
b. f'(x) = —%e 100 Donc f’(x) <0 et f est décrois-
sante sur R.

C.

S~

10 20 30 x

1. a. lim f(x) = +oc et lim f(x)=0.
X——o¢ X—>+oo
b. f’(x) =—-e~*20, Donc f’(x) < 0 et f est décroissante.

2. f(x) = e?%e~; €20 = 485 X 106,

—o0 - +00

Nide)) - +

0 +00

d (e-)ﬁ-z()) _e20—x

dx

_3-2 ol 12 3x

X
Gl 1. a. lim f(x) = 0 car f(x) = —6—‘?6—5eg ;
e 3

lim f(x) = +oo.
X—+oo

b. f'(x) = %eg ; f(x) est du signe de 2x + 1.

f est décroissante sur :|—oo ;

; _%} et f est croissante
sur |:—l N +oo|:'
2

w | =

(Hd}e

=Y

<

Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 456.

EJ 1. a. lim f(x)=5; lim f(x)=5.
X——00 X—+oo

2

b. f’(x) =5x e 2 ; f’(x) est du signe de x.
X |- 0 +00
[ - 0 + 0
5 5
0
2.
2) 2
= .5
2 e 2
E 5-5-e | 5:xe
y
2
ol 2 x
m 1. a. lim f(x) =+ ; lim f(x)=0.
3
b. f'(x)=-3x2¢ " ;f’(x) <O0.
X |- 0 +00
f"(x) - 0 - 0
+00
0
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2. 3 3
o[,

V4

\_

T T ~

0 1 X

1. a. lim f(x)=+2; lim f(x) =2.

P

2
b. f'(x) = —ie_(mj ; [ (x) est du signe de —x.

500
X —o0 0 +00
f;(x) + 0 —
1++2
V2 V2
2.
X 2 X2
d \Eﬂ'. ﬁ] e 10000
dx 5000
y
1
0 | 100 X

m Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 456.
1. a. lim f(x)=e!; lim f(x)=¢e!
X——o0 X—>+oo

1
X

1+E
carf(x) = e *.

lim f(x)=0; lim f(x)=+oo
X—-2,x>-2

X—-2,x<-2
. 1-x . 1-x
car lim ——=-cc et lim ——=+oo.
X—>-2x<-2X+ 2 X—>-2x>-2X+ 2
3 =
b. f'(x) = (x+2)2 ex+2 ; f'(x) <0.
X |- 2 +00
f’(x) — p—
1
- +00
e
f \ \
1
0 —
e
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2= y =
diex+2 I o
X
(x+2)%
A
1_\\
0l 1 X

E Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 456.

m 1. a. La limite de f en —o n’existe pas car les
valeurs de f(x) prennent alternativement des valeurs
positives et négatives et ne sont pas bornées (par

K .
exemple, en x = 5" nm, n entier).

lim f(x)=0car-e*<f(x) <e*et lime ™ =0.
X—+oo X—+oo

b. f’(x) = e™(cosx-sinx); f'(x) =0 &= x = % + nm,

n entier relatif.

x _3m i om
4 4 4
ff®]. - 0 + 0 - 0 +
V2 5
2
S 2,
2 2

2. er<sflx) <e™.

di(e-x'sin(x)) (cos(x)-—sin(x))' e

X

VA
2A

‘\;
0 1 X




Exercices d’approfondissement

Alexia a raison car en appliquant la formule
f'(x) - (l)ex+ 1 + (_l)e—x—l —eX+ 1_ e—x—I.

Benoit (son logiciel...) a raison car la fonction notée
ef—e*

sinh est définie sur R par sinh(x) = 5

X+l e—x—l

2
Caleb (son logiciel...) a raison car :

(ex+1_ 1)(ex+1 + l)e—x—l — (62x+2_ l)e—x—l
— ex+1_e—x—1.

et 2sinh(x + 1):2e =eftl_e=x-1

Damien (son logiciel...) a raison car :

1 - ex+1 _ 1
eex ex-¢-1

H .« =~
xe

réel x tel que I'égalité soit vérifiée. »

L'égalité est vraie pour tous les réels sauf 0.

b. e™ = —e*. « Il existe au plus un nombre réel x tel

que |’égalité soit vérifiée. »

L'égalité est toujours fausse (un coté positif, 'autre

négatif). « Au plus un », ici, ¢’est « au maximum un ».

eer — :ex+1_e—x—1.

= e 2%, « Il existe au moins un nombre

X
C. e2=

. « Cette égalité est vraie pour tout
-X

e
nombre réel x. » Comme les deux membres sont
positifs, on peut élever au carré par équivalence

1 . . .
pour trouver e*= — qui est toujours vrai.
e

m a. Lorsque x =2, 0 < e < e 2. D’ol pour tout

1
n=0,u,< —.Onne pourra pas montrer que pour
e

1
toutn =0, u,<0,1caru,= —=0,13.
e

La proposition est donc fausse.

b. La réciproque de la proposition est « Si u,, est
strictement inférieur a 0,1 alors n est strictement
supérieura 1. »

c. Elle est vraie car sa contraposée est vraie : « Si
n<lalors u,>0,1.»u,=1;u;=0,37.

1
1 —
. n_ .1
m a. Comme n[e"—l}: € 1, lim— =0et
l n—+eo 11
n
. e' -1 .
lim =1l,ona limu,=1.
x—0 X n—>+oo

La suite (u,) admet donc une limite réelle qui est 1.
b. La négation de cette proposition est : « La suite
n'admet pas de limite ou admet une limite infinie ».

m a. gx)=e"-x;g’(x) =e*-1, g’ (x) est positif
pour x = 0.

b. g est croissante sur [0 ; +oo[ ; g'(0) = 1 donc
g (x) = 0sur [0; +ool.

c. gestcroissante sur [0; +oo[; g(0) =1 donc g(x) =0
sur [0 ; +oof.

)C2

d gx)=0s > < e*. Comme x > 0, on obtient :

ex
s —.
X

N =

X

X
e. Sur]0;+o[, 0= =< ¢

\S]

Par un théoreme «inégalités et limites», comme
. X .er

lim = =+o0,0na lim — = +oo.

X—>+oo X—>+o00 X

Cet exercice est corrigé dans le manuel, p. 456.

n
X

- x\"? n x\"
m a. lxﬂ = lXe; = (lj X e;
n X X

S =

X

. X . €
b. lim = =+xcet lim — =+oc.
X—>+00 1 X—otoo X

x
. en yos . €eF
Donc lim =— =+c. D’oll lim =— = +oo.
X—+oo A X—+oc X
n
1 1

eX e

A -

=e"

b. lim x"e" =0 car, pour n impair :

X——o0
n
e -X
x"ex:_(_xn)e(x):—( ) =— 1 ,avec X=-x;
e eX
. eX Xn
lim — = +oo.
X—+o0 Xn
Pour 7 pair :
n
- -X
x"e¥ = (—x) e = (x) _ 1 ,avec X =—x;
— <
€ e
. eX Xn
lim — = +00.
X—+oc X
. u(a+h)-u(a) ,
m a. lim ————=u(a).
h—0,hz0 h
etk _ ob
b. lim ——— =eb. C’estle nombre dérivé de la
k—0,k=0

fonction exponentielle en b.

c. k=ula+ h) - u(a). Comme u est continue,

lim u(a+h)-u(a) = 0.
h—0

d eu(a+h) _ eu(a] ~ eu(a+h] _ eu(u] wa+h)—u(a)

h wa+h—wa h
peut s’écrire pour h appartenantaJ =1\ {0}, ou I est
un intervalle tel que u(a + h) # u(a) si h #0.
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u(a+h) _ ,ula)

e e

e lim —————— =e“@caren écrivantb=u(a) ;
h—0,hz0 u(a +h)—u(a)

bk _ b
b+k=u(a+h), ktendvers0et lim ————=eb.
k—0,k=0 k

wa+h)-ula)

u'(a).

u(a)
=u'(a) e,

e lim
h—0 h
eu(a+h] _

Donc lim
h—0,h=0 h

m ©

e

a. f;/(x) =—ke** <0 car k> 0. f est croissante sur R.
g (x) =—2kx ek, g est du signe de x.

g est décroissante sur ] - ; 0] et g est croissante sur
[0; +ool.

b.
VA
€,
0;1)
T,
-1,52 [0 1 ;

c. Lestracés de courbes pour différentes valeurs de
k permettent de faire les conjectures suivantes :
e six=0oux=1, g.(x) =f.(x);
o six<0, g <filx);
e si0<x<1,gx)>fil0);
e six>1, g (x) <filx).
L'étude de la différence d.(x) = g,.(x) - fi.(x), soit
di(x) = e’k"2 — e * ne permet pas d’aboutir.
Le calcul direct démontre les conjectures.
o gl0) = f;(0) = 1. g(1) = fy(1) = ek,
e Six<0,-kx?><0<—kx.D’ou, par croissance de la
fonction exponentielle : g;(x) < 1 < fi.(x).
e 0<x<1=>0<x’<x<l=-k<-kx<-kx><0

sef<fin)<gx<l.
e x>1=>x?>x>1= —kx?><-kx<-k

=0< g0 < filx) <e*

d. Lensemble des points d’intersection est :
{(0;1), (1;e¥% avec k> 0}.
On montre que c’'est E= AU]BC[ ot A(0; 1), B(1; 0)
etC(1; D).
e Tout point d’intersection se trouve dans cet
ensemble E car, si k>0, alors0<e*< 1.
e Réciproquement, pour toute valeur ¢, avec
0 <t <1, il existe k > 0 tel que e = ¢ (la fonction
x — e est continue strictement décroissante de
10; +oo[ dans 10 ; 1[).
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1. a.La proposition semble vraie.
b. La proposition semble fausse.
c. La proposition semble vraie.
2. Sia<0, il existe a tel que € est au-dessous de d,,
pour x < a et € est au-dessus de d, pour x > a.
Si0 < a< e, € est toujours au-dessus de d,,.
Sia=e, € esttangentead,.
Sia> e, il existe a et B tels que € est au-dessous de d,,
pour a < x < B et 6 au-dessus de d,, sinon.
3. Soit gdéfinie sur R par g(x) = e*—ax. g'(x) =e*—a.
e a<0:g(x) >0, gest strictement croissante ;
lim g(x) =-oc0; lim g(x) = +cc.
X—+00

X——0o
Le tableau de variations de g, continue, permet de
conclure.

* a=0:évident.

e O<a:e*-a=0aune unique solution c (varia-
tions de la fonction exponentielle) et e‘ = a ; 1a fonc-
tion g est décroissante puis croissante.
glo)=e‘-ac=e(l-¢);1-c=0=c=1<a=e.

e Si0<ac<e le minimum de g est strictement
positif, donc € est toujours au-dessus de d,,.

* Sia> e, le minimum de g est strictement négatif,
donc un tableau de variations de g confirme la
conjecture.

* Sia = e, % est toujours au-dessus de d,, mais
tangente en x = 1.

m 1. y=e4x—-a) + e
2. a.f/(x) =e*—e”
b.

X —00 a +oo

fa'®) - 0 +

fo| T—

3. D’apres le tableau de variations, la courbe de
la fonction exponentielle est toujours strictement
au-dessus de sa tangente, sauf au point de tangence.

0

a. etb. Pour a=-2.

2.
ML,
V9ol «x

1
]
]
T
]
]
/\
[
1
1
L

6

4

\




c. Il semble que x;=a + 1.

2. Le lieu ¥ semble étre inclus dans la courbe de la
fonction exponentielle.

Pour le vérifier, il faudrait montrer que e*™ = y,,.

3. f'(0) =800 ;8(x) =f0).

Equation de la tangente T, : y = f'(a) (x — a) + f(a).
Equation de la tangente T : y = g (@) (x — a) + g(a).
Lintersection est telle que :

ywm=f(a)(xy—a)+ f(a)
(1) .
ym =8 (@) (xy —a)+gla)

v =f(a)(xy—-a)+ f(a)
_,4_ 8@-fla)
M g'(@—-f'(a)

{ Y = (@) (xy —a)+ f(a)
(1)

1 e

Xy=a+l
e | e L e
xy=a+l1 Xy=a+l

Le point M est donc sur la courbe de la fonction
exponentielle.

Lensemble des points M forme toute la courbe car
lorsque a décrit R, x,; = a + 1 décrit également R.

o
1. lim f,,,(x)= lim f,,(x)=0.
X——o0 X—+o0

X—-m 2

2. a.b. f’a,m(x)=—%[x;mje_(“j est du signe

de m —x.
C.

X —00 m +oo
S am®) + 0 -

1
f“’m / p \
0 0

3.

0 1 X

4. a.Sia > 1, il n'y a pas de couple solution car

) <1.

Sia=<1,ilyades solutions.
Cela peut se montrer en plusieurs étapes :
¢ Jles solutions sont celles ol1 « est nul ;

e aucune solution avec « = 1 car la fonction

a— f, (1) admet un maximum en a = J2 qui est

strictement inférieur a 1 (idemsia=1) ;

e aucune solution avec a > 1 car f est décroissante

sur R* (idem si a < —1).

b. Recherche del’algorithme pour les points a coor-

données entieres

e Déterminer 'intervalle [-Borne ; Borne] pour la

recherche (Borne est la partie entiere du réel x tel
x2

l T
ue —e 24 =0,1).
q P )

e Pour chaque valeur v telle que 10v soit un entier
de [-Borne ; Borne], trouver le nombre de points qui
conviennent.

Algorithme :

Entrée : Entrer le nombre réel a
Initialisation :
Affecter 0 a la variable Nombre

Affecter 0,1 a Ta variable Borne

Traitement : >
Borne]

a

Tant que Ee ( < 0,1 faire

Affecter 0,1 a y
,[E@IET

Tant que y < @ a
Ajouter 1 a Nombre
Ajouter 0,1 a y

Fin Tant que

Ajouter 0,1 a Borne

Fin Tant que

Affecter Nombre*2+E(10/a) a la variable
Nombre

Afficher Nombre

Vérification graphique de la réponse donnée par
I'algorithme poura=1:
14X

A

L W= j¥1x+§ﬁil_l;fl1x2+3k+1x+1 e 0
100" 20 10l100" " 20

_ k o k-1_ 3k-1) -
=\ - x°+ X+ e 10.
1000 200 20

X
Eux+w)(:5£il§ﬁzﬁ};ﬁ
1000

_ k o k-1_ 3k-1) -
= - X+ X+ e 10.
1000 200 20
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2. a.k=0:f"(x) estdusigne de —-x - 10.

4. k=1:x,=10; f(-10) - f(10) = A
10 10
Sl Biad -10 el A= (1+E+1jefﬁ—(1—ﬂ+1)eW =4e.
) + 0 - 2 2
f /

\ ) 1. lim f(x)=+oc0; lim f(x) = +oo.
X——oc X—>+oc
lim g(x) =-o0; lim g(x) = +oo.
b. k=0,2:f’(x) est du signe de —(x + 10)2. e L
, e‘—e

X |-o0 -10 +00 2. a.f'(x)= 5 = gx).

’(x) 0 - X —x
f b. g’(x) — % =f(x).

f  _} 3. a.fest décroissante sur ]-oo ; 0] et croissante sur

[0;+o[carglx) =0 e =z=e*ox=-xx=0.
3. a.k € ]-00; 0[U]0; 0,2[U]0,2 ; +oo : f’(x) s’annule

g est croissante sur R car g’ est positive.

enx1=15—Eetx2=—10. X |- +00

b. Sik>0:x1<x2<:>15—%<—10(:)k<0,2 f'@) 0 +
< 0<k<0,2.

+00 +oo
Sik<0:x1<x2<:>15—E<—10<:>k>0,21mpossible. 1
c. kE]-x;0[: k

X —0 +oo
X |- -10 15— % +00 g’ (x) + 0 +
_l’_
f)(x) + 0 0 + g 0 / o0
f / \ / .
k€10;0,2[: b.
5 y
x |- 15- = -10 +
00 i o) (6f
f’x) 0 + 0
1 m
f \ / \ —
01
k€10,2; +oof :
(68
X | -0 -10 15— > +o0
k
@ 0 + 0 4. a.d(x) = e™. d(x) représente |'écart « algébrique »
entre les ordonnées de deux points, de méme
f abscisse x, situés respectivement sur 6, et 6.
d b. d(x) > 0 donc €, est toujours au-dessus de €.

"-. c. lim d(x)= +. Les deux courbes se rapprochent
H X—>+oo
i lorsque x tend vers +oco. On peut utiliser le vocabu-
‘: laire « asymptotes I'une a 'autre ».
i 2 2
l". 5. a.f2(x) - g2(x) = ef+e ) _[ef-e”*
v 2 2

k= e2x+2+e’2x—(e2x—2+e’2x)

= n =
114« 5.
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X —X 2 X —-X 2
fZ(x) +g2(x) _| e +e + e —e
2 2

e* 12+ +(e2x —2+e‘2")

4

2x -2x
e +e
== —=f@v.

20 +80 =2+ (20 -1 =2f?(x)-1.
20 + g0 = (1+ g2(x) + g2(x) =28%(x) + 1.
A=ffy) + gx)gWy)

A= (e +te|[e’+e? | (e -e" e -e
2 2 2 2

ex+y+ e—(x+y)
A= f :f(x + y).

B=gx)f(y) + gx)f(y)

p=(e'-e"|[ef+re’ |, (e -e"|[e+e”’
2 2 2 2

ex+y _ e—(x+y]
B ——— = g(x + y).

2
b. ch?(x) -sh?(x)=1;
ch(2x) = ch?(x) + sh?(x) = 2sh?(x) + 1 = 2ch?(x) - 1;
ch(x +y) = ch(x)ch(y) + sh(x)sh(y) ;

sh(x +y) = sh(x)ch(y) + ch(x)sh(y).

c. Les formules sont similaires, aux signes pres, a
celles en sinus et cosinus.

On note x 'abscisse de M, a ’abscisse de A et f la

fonction qui donne I'aire du rectangle AMNB.

e fn'est pas définie lorsque x = a car il n'y a pas
de rectangle. Eventuellement, on pourrait poser
fla)=0.

e f(x) est strictement positif car c’est une aire.

f(x) =MN X AM = (x— a)e* lorsque x > a.

f(x) = MN X AM = (a — x)e* lorsque x < a, ou
fx) = |x-ale*.

[ est définie, dérivable sur |-co ; a[U]a ; +ool.
Six>a:fx =(x-a+ 1)e*. Pour x > a, on a
x—a+1>0.Dans ce cas, f est croissante.
Six<a:f'(x)=(a-x-1)e"

) =0=x=a-1.fla-1) =e*,

lim f(x)=0.fpeutétre prolongée par continuité
Xx—a,x#a

ena.

lim f(x) =0 car f(x) = ae* + @ lim f(x) = +o0.
X——oc e

X——00

f’x) + 0 - +

fo/\o

Partie A

1. 0 est une fonction décroissante car :
0’(1) =-800e 2 < 0.

lim 6(¢) = 20.
[—+oo
2. a.Llasymptote a 6 en +o est la droite d’équation
y=20.
b.

0 1 X
3. Comme 6(1,3) = 50, la piece est a 50 °C apres
1h20.
Partie B
1. a.d,=400-400e?; d, = 400e 2 - 400e~*.

b. d, = (400 - 400e ?)e~?"; lim d, = 0.

N—>+oo

2.

Initialisation :
Affecter 0 a la variable n
Affecter f(n) - f(n+l) a d
Traitement :
Tant que d > 0,1 faire
Affecter n+l a n
Affecter f(n) - f(n+l) a d
Fin Tant que
Afficher n

Objectif BAC

Se tester sur...

Les exercices de cette rubrique sont corrigés dans le
manuel, p.456.

Sujets type BAC

m Cet exercice est résolu dans le manuel, p. 188.
Cet exercice est résolu dans le manuel, p. 189.
m a. Faux:f’(x)# 0 pour tout x.

2 2
b. Vrai: e(@) (@D _ gdab _ (g2ab)2 ot g2ab gt positif.
c. Vrai:l'égalité est vraie pour tout x et tout y.

5. FONCTION EXPONENTIELLE ® 115



d. Vrai: on cherche une solution telle que x = y.

2ef e o 2ef=efe’ o ef(e¥-2) =0 e’ =2.

Cette derniere équation admet une solution «
d’apres la continuité et les variations de la fonction
exponentielle. Donc e%e* = e**¢, il suffit de trouver
deux nombres dont la somme est égale au produit.
C’est le cas pour 2 : x et y sont tels que e* = eV = 2.

e. Faux:par étude de la fonction x+— e*— (x + 1), on
montrequee*=x+1<x=0.

(La courbe de la fonction exponentielle est
au-dessus de sa tangente sauf au point de tangence
enx=0.)

Et x = 0 n’est pas solution de e* > e.
f. Vrai:en écrivant =
X

ex
x.

==

.. 1-¢* e’ -1
g. Faux:elle vaut-1, en écrivant =-
X

h. Vrai : la fonction u : x — x qui est dérivable sur
I =R convient.

m ©

1. f’(x)=e*3>0.

X —o0 +oo
@) +
+ o0
f /
-2
2.
YA
©®
1-

3. f est continue. D’apres le tableau de variations,
il existe un unique réel « tel que f(a) = 0, et donc
un unique point d’intersection I de ¢ avec I'axe des
abscisses.

4. a.Lalgorithme détermine, a partir d'une valeur
x, en diminuant de 1/n en 1/n, la premieére valeur y
telle que f(y) < 0.

b. 3,6.

c. 3.

d. Il faudrait, par exemple, vérifier si fix) < 0. Dans ce
cas, il faut rechercher dans l'autre sens en ajoutant 1/n.

a. A10-!pres: f(0) = f(3 600) = 0.
b. La dérivée est du signe de :
—(x-100)(x? - 200x + 9 999).

Elle s’annule en 99, 100 et 101.

116 ¢ 5. FONCTION EXPONENTIELLE

Son signe est donné par le tableau :

X |- 99 100 101 +o0
) + 0 - 0 + 0 -

Le signe peut étre obtenu par tableau de signe mais
ce qu’indique le logiciel de calcul formel est suffi-
sant.

c.

f@w| + o - 0o + 0 -

10+m 10+@

HON TN

d. D’apres le tableau de variations, la hauteur maxi-
male est f(99) ou f(101).

Mais f(99) = f(101) = 10 + 10?0.

AinsiM =10 + w =~ 46,8.
e

e. Sur [95 ; 106] en prenant comme unités 1 cm
pour 1 seconde sur 'axe des abscisses et 1,5 cm
pour 20 cm sur I’axe des ordonnées :

SRVAVANSES

>
>

100 101
:1:] Partie A
1. lim g(x) =-oc; lim g(x) = +oo.
X——o0 X—+o0

2. gx)=2e"+2>0.

X |—-o0 +o00
g’') +
+ o0
g /
—o0

3. a.En appliquant le théoreme des valeurs inter-
médiaires :

£(0,94) =-0,000 04 <0; g(0,941) = 0,007 > 0.

b. g est négative sur |- ; a] et g est positive sur

[o; +ool.
Partie B
1.
X |- 0 2,5 +o00
2x-5 - - 0
1-e* - 0 +
[ + 0 - 0




2. lim f(x) =+oc0; lim f(x) = +oo.

X——0o0

3. f’(x) = g(x)e™ est du signe de g(x).

X —00 Q +o0

[ x) - 0 +

U \).

4. a.f'(W=0=g(@=0=2e*+20a-7=0

Set=-a+ 7

(2a-57 ’

o

f(OL) =...= m

b () = 8x°-56x+90 _ 2(2x-9)(2x-5) ot
' (2x-7) (2x-7)

positif sur - ; 2,5].

Comme 0,94 <a<0,941,0na:

—-1,905 < h(0,94) < h(a) = f(a) < h(0,941) <-1,895.

5. f(x) - (2x-5) =—e™(2x - 5) du signe de —-2x + 5.
Si x € |- ; 2,5], alors 6 est au-dessus de D et si
X € [2,5; +o[, alors € est au-dessous de D.

6.
@ty
il
J | N
071 / X
,"D
Partie C
1. un: M :e—n: (ljn'
2n->5 e

2. a. (u,) est une suite géométrique de raison e!
qui converge vers 0 car-1<e ' < 1.

b. Oui, ce résultat pouvait étre prévu car le numéra-
teur tend vers 0 et le dénominateur tend vers +cc.

m Partie A

1. a. lim f(x)=0.

X—+oc

b. f7(x)=(1-x)e™.

X |- 1 +00

[’ + 0 -

f /

2. a.f(0)=0;f(1)=el.

D’apres le tableau de variations sur [0 ; 1] puis sur
[1; 4+oo[, on en déduit les deux solutions de 1'équa-
tion f(x) = m lorsque m est dans ]0 ; e”![.

b. 0,35 <a<0,36.

c. fW=0x=0;fx)=elex=1.

Partie B
1. a.Initialisation o > 0.
Hérédité: u, >0 = u, o~n > 0.

n ne
b. Comme u, >0, e """ <1.

—U,

Donc u,,, - u,=u,(e ™
sante.

-1) <0 et (u,) est décrois-

c. (u,) est décroissante minorée par 0, donc elle
converge vers [ = f(1). D’ou /= 0.
2. Oui pour v, = B.

m Partie A

1. gx)=e*-1.
X —00 0 +00
g’ (x) - 0 +

8 \0/

2. g(x) >0 pourx=0etg0)=0.

3. gx)=0=e' -x-1=0=¢e">x.

Partie B
1. f(0)=0;f(1) =1. festcroissante, doncsi0 <x =<1
alors 0 < f(x) < 1.

2. a, (=X _ - —x-1)

e’ —x e’ —x
X x_
e -1 x(e x)
= = - —= =f(x) - x.
e’ —x e’ —x

b. f(x) —x >0, donc 6 est au-dessus de d sur [0 ; 1].
3.

Partie C

1. Parrécurrence

Initialisation : u, = 0,56. Donc 0,5 < y, < u; < 1.
Hérédité

f est croissante, donc si 0,5 < u,, < u,,; < 1 alors
0,5<f(0,5) <u,,<u,,=<fl1)=1

2. (u,) est croissante et majorée, donc elle est
convergente.

f)=xe=x=00ux=1.

La limite de (u,) est 1 (ne peut pas étre 0 car
u, =0,5).
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Problemes
m a. ¥

1

>

015000 X

b. 22 000 < £ <29 000 < 0,03 < e~ 00001211 < (0,07,
Car e-29000 % 0,000 121 _ () 03 et g-22000% 0,000 121 () (7.

c. On cherche T tel que 0 < <
0’015 < e—0,000 121t < 1.

Par encadrement a la calculatrice (f est strictement
décroissante), on trouve 7= 34 700 ans.

T, alors

1. 1jour =86 400s.
M(0)e86 400\ = (1 — 0,083)M(0) <> 86400\ = 0,917,

2. a.f '(x) = —86 400e-86400x < 0, f est décroissante
sur R.

X | —o0 +oo

[ x) -

! \ 0

b. f est continue strictement décroissante sur R ;

lim f(x)=0; lim f(x) = +c.
X—>+oo X——o¢

Donc f(x) = 0,917 a une unique solution sur R.
c. 0,0000010 =<\ =<0,0000011.

d.
y

>
>

0 1E-6 X
3. e 8x86400\ L o8 X 86400 X 0,000001 _ () 50() 9,

Ce qui montre que la demi-vie de 'iode 131 est
d’environ 8 jours.

X X

m 1. a.-1 <sinx<1,donc—e V3 <flx) < e V3.
Par le théoreme d’encadrement des limites
lim f;.(x) = +oo.

X—>+00

b. Voir la figure plus loin.

c. Sur[0;2w]:I;(x;y) €€NE, =1, [%ﬂ ; ezﬁ] car

3

sinx=-1&<x= 7

d. Sur [0;2m] : I,(x;y) € 6N6, & Iz[g ; e23] car

. K
sinx=1<x= 5
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X X

2. a.f’(x) = (cosx) e B -1 (sinye
\/§ X
_ 1 . 3
=|cosx ——=sinx | € .
[coss - Zgeina
b icos(x+£] —i(cosxcosﬂ—sinxsinﬂj
ENE] 6) V3 6 6

= i ﬁcosx—lsinx
V3l 2 2

1.\ &
= | cosx——=sinx |e
(cons-Zgeins
c. Sur[0;2m]:
™ <0@E<x+£<3_ﬂc>ﬂ<x<4_ﬁ
cos x+g D) 6 5 3 3"
X [-o0 T Am 2w
3 3
) + 0 - 0 +
T o383 0
J / ’ \ i /
0 RPN
3
3. a f’(ﬂ] =_ 1 25 ~-023.
2 V3
b.
AY
1\'-
56
0 X
1. a. Une volaille ne vit pas indéfiniment !
a
b. lim f(f) = f(0) = M,. lim f(t) = M, eb.
t—0 t—+00
a %(1 - e_ht)
c. 5 (1 _el )’ =ae™ f’(x) = aMe € > 0.
X 0 + o0
(%) +
a
Mg eb
f /
M,




d. /(1) =aM, _be—bzeg(l _eib[) n ae_b[e‘ber(l‘ ebt)]
E(l _ e—ht)

=aM,(-b + ae")e" eb
g(] _ e—bt)

=-aMy(b - aePhe " eb

AY

1 000+

>
T [

0] 30 X

b. Comme lim f(x) =M, ¢b, on peut dire que pour
X—>+oo

tout nombre ¢ > 0, il existe A tel que si > A, alors :
a

f@ - Moey <e.

En prenant ¢ = 100, on a bien : il existe A tel que si
a

t> A, alors | f(t) — Moeg < 100.

a a,
Ici f(t) - M, eP =M, eP (e‘e g 1) <0, car—e?' <.
On cherche donc A tel que, pour ¢ > A,

a a

f(®) >M,eb —100. Or M, e” ~ 4 140,64.

On cherche A tel que, pour > A, f(#) >4 140,637.

Ce qui donne, graphiquement a la calculatrice :
A= 180. ;

Comme f(178) < M, eb — 100 < f(179), A = 179
convient.

Cela signifie qu’au bout de 179 jours, le poulet label
male est a 100 g de son poids maximal.

C. y A

104

T [

01 30 X

d. Graphiquement, la valeur de t qui rend cette
vitesse maximale est 52,8.

( 147:x Terminé )
1387 1387-e 2000

fx)=37-¢ 29 294

dfd 1387
solve| —| —M}()) =0,x 5000'In

dx|dx - 294

147
5000.]n(1387) 52,7659

S
\ 147 )

ER 1. a. Tvérifie % =Coe T CueT=0,5.
Coe—7/T
0

Donc apres 7 demi-vies, plus de 99 % du médica-
ment ont été éliminés. L'étudiant a raison.

2. a. lim D(t) =0.

X—+oc

b. =e = (e*")7=0,5"=0,008<0,01.

LA
b. D'(t) =8| ———e 100 4 — ¢ 100
100 100

_et (b et
__ 8 100| @ 1005100 _ ¢
100
o ( et ( (e-1t
=55 eloo[e 100 _ell.

(e- 1)t

c. Pourt=0:D() =0 e 100 _e<0
(e—l)tgl < 100.
100 e-1
DoncD'(f) =0t e {0; 1001]
e_

100
e-1

d. D est croissante sur {0 ;

sur { 100 ; +oo|:.
e—-1

e. DmaxzD(m)
e—1

} et décroissante

1 e
:B[e e-1_¢ el]z2,826mg-L‘1.

f.
VA
14
0] 30 X

g. On cherche le temps ¢ tel qu’il reste 10 % de la
concentration maximale.

C’est au-dela de 334 min, car D(334) = 0,282 6.
Ed 1. a. lim A1) =b.

[—+o0
b. La courbe ¢ admet la droite d’équation y = b
comme asymptote.
e A= ab’e(b-e)e” "
((b—e)e’“bt+e)2

> 0. A est croissante.

A’(x) +
A /
e
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2. a
N @
10+ §
ol 1 X

b. Apres 2,4 jours (2,45 par encadrement).

1. a.Sik>0: lim fi.(x) =0; lim f.(x) = +oo.
X——o00 X—>+oc
Sik<0: lim fi.(x) =+400; lim fi.(x) =0.
X——oc0 X—+oc

b. f,’(x) = ke**. f est du signe de k.

Si k<0, f est strictement décroissante ; si k =0, f est
constante ; si k > 0, f est strictement croissante.

C.

2. a.Lla courbe %, passe par le point de coordon-
nées (1 ; -3) si et seulement si ek = —3. Ce qui est
impossible.

b. La courbe €, passe par le point de coordonnées
(1;1)pourk=0.

La courbe %, passe par le point de coordonnées
(1;e)pourk=1.

. ¥o>0,M(xy; ) € € e 0=y,

La fonction ¢ : £~ e™® est strictement croissante,
lim ¢(t)= 0, lim ¢(¢f) = 4. Donc par théoreme,
[——oc0 [—+c0

comme Y, > 0, il existe un unique réel k tel que

o(f) = y,, C'est-a-dire e**0 =y,

d. e¥=e? & k=-2.Voirle tracé de 6_, ci-dessus.

3. a.La dérivée de f ne s’annule pas, donc aucune
tangente n’est parallele a I’axe des abscisses.

Aucune tangente ne peut étre parallele a I'axe des
ordonnées car f est dérivable sur R.

b. A est tangente a une des courbes 6, < il existe
deux réels x, et k tels que :

¢ le point de coordonnées (x; ; f(x,)) se trouve sur
la courbe €, ;

* le coefficient directeur de la tangente en
(x5 f(xo)) ala courbe 6, est f’(x,).
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D’ol1:

{ fi ) =a

f(xg)=ax,+b

a= ke
ek = ax,+b

Sib=0:aestnonnul car A n'est pas parallele a un axe.

a = ket a = keko a=kax,
(1) kx, Iex = ex,
e =ax,+b e =ax, e =ax,
a
k=—
kx0:1 kx():l e
1 e i = = .
exozaxo e=ax, X _ €
0 =—
a

1
Lorsquea=0,5:k= e ; A:y=0,5x est tangente en
Xo=2ea%6,. ©

y A
A
(61/28 14 E
0| 1 2e x
a = ket -3e? = kel
4. a. . = i ) , 2
e =ax,+b e =-3e"x,—e
—3e” = k(-3e’x, — €’
2 (-3 -¢?)
ek = _3e%x, —e?
L 3k L 37k
@) Lo L
(=4 3—k 3-k
es ——3e2—33_kk—e2 es =—%e2
. 3-k
==
2) o 3k
1k
ke 3 =-3e?
L
b. g) = ¢ s(l_fj ;8B3) =35 lim g(x) = —o0 ;
3 X——o0
*
lim g(x) =0, car g(x) = 3e-3_.
X—+oo x
e?s
X |- 3 +00
f'®) + 0 -
fl_. 0
c. g(-3)=-3€%

d. D’apres le tableau de variations, tout nombre
strictement négatif a un antécédent et un seul par g.



Comme g(-3) = -3e?, il n'existe que la courbe 6,
avec k = —3 qui admet la droite A comme tangente

3-k 2

en x, = W: —g.
A VA
.

A

—23\l0 1 A

m 1. a. Augmentée de moitié : X 1,5. Apres un
an: X 1,52, soit X 2,25.

b. Le coefficient :

1\? 23298085122481
1+~ ] = ~2,61.
12 8916 100 448 256
n
c. Apres une année, S devient S (1 + lj .
n

2. a.g(x)=e"-1.

g est décroissante sur ]-oo ;0] et croissante sur
[0; +oo[, ayant comme minimum g(0) = 0.

Donc pour tout x réel, glx) =0 1 + x < e*. (¥)
Dans (*), en remplacant x par—x, on a:

l-x<e™ (*%

. 1
Par (**), pour 1 - x> 0, on obtient : e* < 1=
-Xx

b. Pour n entier naturel non nul, x — x" est crois-
sante sur [0 ; +ool.

Doncsi0 <A < B, alors0 <A"” < B".
1

c. Commel0<l+x<e's< 1_,0113:
-X

n
0s(1+x)"<(eMN"< (%) , avec n entier, n > 0.
-X

1
En posantx= —:
n

n+l

On en déduit que pour n entier, n> 0 :

n n+l
0= (1+lj <e<= (1+l] .
n n

d. D’apresc:
1 n 1 n+l
(1+;) —u,se-u,< (l+;j -u, (1)

Held<e-u,< un((Hlj—l]
n

De0<e-u,< o,
n

) ] 1 n+1
Pour n =1, I'inégalité e < (1 +—) donne
n
4
u,<es<4.DoncO0=se-u,s< —.
n

.2 PN
e. Comme lim — = 0, le théoreme des encadre-
n—+o 11

ments permet de dire que la suite (e — u,,) admet une
limite qui vaut 0, et lim u, =e.
n—+oo

64
3. au;=2;u,=2,25; U= —
1 2 3 27

~2,37.

b. Laquestion 2d permet de dire que u,, est toujours

e N .2

inférieur a e et que si — < 1072, u,, est une valeur
n

approchée a 102 de e. C’est le cas pour n > 200.

pel* —pe Pt

EX] 1. a.k,/

2
_p(_epx + efpx) ’
S e——— —php (x).
b. Comme hp’ (x) = _lkp’ (x), on en déduit que
hp(x) =1 kp(x) + C avec C constante.

Comme hp(O) =20et kp(O) =1,ona:

20=_1+C<:>C:20+ l
p p

px -px
D’olt h,(x) = _le +e™
p

+20 + 1
2 p
_2- ePt —e ¥
2p
2 _ e?Op _ e—70p
2p
b. hp(70) = f(p) par définition.

+ 20.

2. a.h,(70) = +20.

c. En développant,ona:

~70p _ 70p _ 70p _ ~70p
35| & 1 e -1 p0=2-¢€"7"-€e"7 s,
-70p 70p

X_1

. €
Comme lim
X—=0

=0, lim f(p) = 20.
p—0
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010, X
e. p,=-0,018.
3.

y

0 | 20 X

4. La hauteur minimale est hpo (40) = 35 cm.
1. a.Dans le triangle rectangle APH, les cOtés
mesurent 96 m, 200 m et 8v/769 m.

sinAPH = i Donc APH =~ 25,64° et APG =~ 51,28°.
V769

Dans le triangle rectangle OPH, les c6tés mesurent
192 m, 200 m et 8V1 201 m.

sinAPH = 274 Donc OPH =~ 43,83°.
V1201

La dimension apparente la plus petite correspond
a I'angle le plus petit, donc la hauteur de I'arche
devrait étre plus petite que la largeur de I'arche.

b. En fait sur la photo c’est le contraire, ce qui
signifie sans doute que le photographe n’était pas
en face de I'arche ou que la photo a été redimen-
sionnée.

fED=-9 49a-7b+c=-9
2. a. f0)=0 c=0
f(7)=-9 49a+7b+c=-9
9
a=———-
49
<1 b=o0
c=0

b. f(9) = —%99 ~ —14,9. Comme f(9) # —-19, l'arche

n’a pas la forme d’une parabole.
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3. a.g0)=0=a+c=0sc=-a.

c=-a
g(0)=0 e Py
a———+c=-9
b. g(N=-9 & 2
- -9b , 9D
g9)=-19 2t +e tc=-19
2
e—031831x +_6031831x
c. glx)=-2,43254 5 + 2,432 54.

d. L'architecte a raison, car g(0) = 0, g(5,2) = -4,
g(7) =-9, g(8,2) = 14,2 et g(9) =-19.

m ©

1. a.festdusigne de—x. Six> 0, alors f(x) < 0.

Six =0, alors f(x) = 0. Si x < 0, alors f(x) > 0.

b. f’(x) = (-2x-1)e*>*!. Sur [-0,5; +oo[, f est décrois-
sante et sur |-oo ; —0,5], f est croissante.

e —-2x e
c. —X =—x — =-xe?*1 = f(x)
2 e—2x e—2x

et lim ix =0,donc lim f(x)=0.
Xo-xc e X—-oc

lim f(x) =—o0.

X—+oo
d.
1
X —o© - E +o0
f’Cﬂ + 0 —
1
f / 5 \
0 —o0

e. f(0) = f'(0). Donc la tangente en O est 'axe des
abscisses.
f. T:y=e'x+)+eloy=el+elx+el

.
VA 1",,,'/

<Dy ©

2. a.Latangente a I au point d’abscisse -1 est 7.

b. Voir la figure ci-dessus.

c. fx)—e*=-xee*-e*=-e*(xee’+1).
hx)=1+xeeX W (x)=e(x+ 1)e.

Pour x < -1, h est croissante. Pour x > -1, h est
décroissante. h(—1) = 0. Donc h(x) <0 pour x #—1.

€ se situe toujours sous I', sauf au point d’abscisse
—1 o1 elles sont confondues.



3. a.D,,:y=e"x-m) +e™.
b. D,:y=x+1 (voir la figure précédente).
c. A,00;(m+1)e™;B,m-1;0);

]m(m—l , l—mem)_
2 2

-1
f(m_l):_m—lez"’zﬂz
2 2

DoncJ,, appartient a 6.
m-1

1-m
2

em,

d. Comme

décrit R lorsque m décrit R, I'en-

semble des points J,, lorsque M décrit I est €.

Partie A

a. En supposant que les graduations sur les axes
sont les entiers, on peut conjecturer que f est crois-
sante sur [-3; 2].

b. On peut conjecturer que f est négative sur
]-o0 ; 0] et positive sur [0 ; +ool.

Partie B

1. f’(x) =2xe* ! + x%e* ! —x = xg(x).

2. a. lim g(x) =+oo; lim g(x)=-1,car:
X—+oc X——o0

1 —x X
X)=————+2e1-1let lim = =0.
8 ee™ * Xotoo @

b. g(x)=e¥ 1+ (x+2)e"! = (x+3)e" L

g (x) <0sur]-oo;-3let g'(x) >0 sur [-3; +ool.

C.
X —00 -3 +00
g’(x) - 0 +
0 +00
SEnt
e

d. D’apres le tableau de variations et le théoreme
des valeurs intermédiaires : g ne s’annule pas sur
]-o0 ; —3] et g s’annule en une unique valeur « sur
[-3; +ool.

Comme g(0,20) < 0 et g(0,21) > 0, on déduit que
0,20 < a2 <0,21.

e. g(x) <0sur]-oo; al et g(x) >0 sur [a; +oof.

3. a.eth.

X |-o0 0 a + o0
x - 0 +

g) - - 0

[(x) + 0 - 0

f / \ /

c. La premiere conjecture était fausse.

Partie C
1. Commeg'(a)=0eta#-2,0na:
1

(x+2)er l=leser 1= —,
a+2

] a_z_ Zocz—a(a2+2)
2T 2(a+2)

Donc f(a) = o? ( wt 2

2(a+2)
2. a. W)= 68X (x+2)+2x° - —x*(x+3),
4(x+2)° (x+2)

Sur [0; 1], A’ (x) < 0. Donc h est décroissante.
b. Comme 0,20<a<0,21,0na :
h(0,21) < h(a) < h(0,20).
Or f(a) = h(a), donc:

9261
4420000

-0,002 095~ — < flo)

< L ~-0,001 818.
550

2
3. af0=0c %(ex‘l—l):O@x:OOux:l.

D’apres le tableau de variations de f':

f(x) <0 pour x € ]-00; 0[U]O0; 1[,6 est au-dessous de
I’axe des abscisses ;

fx)=0pourx=0oux=1;

f(x) > 0 pour x € 10 ; +oo[, 6 est au-dessus de 1'axe
des abscisses.

b. La deuxiéme conjecture était fausse.

Partie D

|

m ©
1. a.f(0)=_1 .
Ly

b. lim f(x)=0; lim f(x)=0.

X—>—0o0

x2

c. fl(x)= —Leig,f’ est donc du signe opposé
ovto

de x.
d.

X —0o0 0 +00
f;(x) + 0 —

b
0 0
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e. f admet un maximum en x = 0, c’est-a-dire
lorsque M est en O.
f. La fonction ¢ — ¢ est croissante sur [0 ; +ool,

donc la fonction t— _L_ est décroissante sur 10 ; +ool.
\/; 2
_*o
2. a. limg(t) =0car lime % =1.
t—>+oo t—too
52
b. Enposantt= =% ona:
2X
5
1 _ﬁ 1 2&
—e 2t = —— e 2X
2
Ji x5
2X
V2K o
| x|
VR
|x0| e

2
X,
Lorsque ¢ tend vers 0 avec ¢ > 0, comme X = 2—‘;

et x,# 0, X tend vers +oo.

Et comme lim E =0, on adonc hmg(t)

X—+o0o eX
2
1 x2) 2
c. 2= 0 le 2
& [ 2dt Nt u? ]
2
2 _Xo
1 xO ~1le 2(;‘
YN
x2
d. Avect>0:g2(0) >0 70—1>0
o< xd
) (:)tE]O;xg[.
glxd) = .
’ |x0|JE
t 0 xg +00
g’ - 0 +

1
g 0 /|x0|\/€ \0

e. gadmet un maximum en = x;.
Au point M d’abscisse x, # 0, 'élévation de tempéra-

ture sera la plus élevée a l'instant x? et vaudra;.

x| Ve

Le tableau de variations donne la variation de 1’élé-

vation de la température.

f. Plusons’éloigne del’origine O, plus x, augmente,
1

|x0| Ve

diminue.

plus I'élévation maximale
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Pour aller plus loin
Partie A

1. a.f(0) =
b. 11m fl(t)

c

-
lim e 80 =0.
X—+00

d
, car comme ¢ > 0,

c. i’/h=-—e 80
decr01ssante sur [0 ; +ool.
2.

20Ty A

. Comme ¢ > 0, f,’(t) <0 et f;

x
5 5 0
& J

3. a. lim fit) =15 g:15(:)0[ 15¢.

X—too

b.

20Ty A

= 14
-€c /—"’ - —_—X
w0 " u2 -3:15‘(1-9 80 )
f(x)=15-11-e —

Partie B
1. ddoit étre 15 x 7 = 105.

7
L xa
2. a.f,(4)= “;5 [1— e 80 ]:4,43.

1 ~C x4
b-f1(4)=5@£[1—e 80X]=5
c
- c s C
ol-eW=—oe?04+ —-1=0.
21 1
X X
c. g = 1e2°+i,g() 1920-

400

g est croissante sur R. Comme g'(0) <0 et g'(1) >0,
g est continue strictement croissante. Il existe une
unique valeur « telle g'(a) =

Donc g'(x) < 0 pour x € |- ; a] et g'(x) > 0 pour
X E la; +oof.



g’(x) - 0 +

Le tableau de variations indique les deux valeurs de
x telles que g(x) = 0.

L'une d’entre elles est Cpe On obtient 1,9 < Cp< 2.

3. Laperfusion ne peut pas étre poursuivie dans les
mémes conditions.

Comme 1,9 < ¢, < 2, on a 52,5 < ﬂ < 55,3 et
c

p

. d .5 .
lim fi(t) = —. A partir d’'un certain temps, la
X—>+00 C

concentration dépassera celle de 15, a ne pas
dépasser (en fait, au-dela de 13 heures).

Partie C
1. a.f,(0) =0.
c
b. lim f0) = 2[1_6‘%’0].
t—=tg,t<tg c

lim f,(t) = ﬁ[efmt"—

=t t>tg c

1le 80°

1[1 e_aﬂmj = f(ty).

Cc

La fonction f, est donc continue en t,.

c. lim f,(t) =0.
t—>+oo

d. Sur [0; %[, f, est croissante comme f;.

d| tn -
Sur [t0;+oo[,f2’(t)=—% 807 1 |eg 80,

c
7[0

i[ d
Comme d > 0 et e300>1, ona—go[es‘) —1]<0et

[, est décroissante sur [#; ; +ool.

2. La concentration de produit augmente jusqu’a
. d 1 LS . y A
un maximum =| 1 —e 80 " |, puis a partir de 'arrét
c
de la perfusion décroit en tendant vers 0.
3.

( 221y A

d . .
4, Pour ¢ =7 et — =15, la concentration maximale
c

est 6,13.

A partir de #; = 13,9, la concentration de produit
dans le sang du patient sera inférieure ou égale a
6,13 (obtenu par encadrement).

Partie D
1. La durée ¢, de la premiere perfusion est obtenue
comme solution de I’équation :

*lt A *lt 1 lt
15| 1-e 80 | =10, soit e 80 = g.D’otl: e80 =3,

2. Apres la premiere perfusion, on attend que la
concentration soit descendue a 5 (modélisation
dans la partie C). Puis on fait une deuxieme perfu-
sion pour atteindre a nouveau 10 (translater en
partie le premier tracé) et ainsi de suite.

3. y

Y
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